Zadania z poleceniem - Uzasadnij

w edukacji matematycznej uczniow szkot

podstawowych i klas gimnazjalnych

Zadania pochodzg z arkuszy egzaminacyjnych i informatora CKE,

egzaminow probnych i zbiorow zadan wyd. Operon, Nowa Era, WSiP, GWO

Opracowanie powstato we wspotpracy grupy nauczycieli matematyki szkét lubelskich:

Kinga Adamkiewicz - SP 52, Anna Biernat - SP 6, lwona Drobek - ZS nr 12,
Magdalena Jaskot - SP 40, Agnieszka Kazana - SP 19, tukasz Sprawka - SP 40,
Justyna Séjka - SP 30, Anna Zurawska - SP 20,

Elzbieta Wojtowicz - SP 30 — doradca metodyczny nauczycieli matematyki m.Lublin

Materiat przygotowany we wspétpracy grupy nauczycieli matematyki,
Lublin 2018



GEOMETRIA

Zadanie 1

Przekatna prostokgta ABCD nachylona jest do jednego z jego bokéw pod kgtem 30.
Uzasadnij, ze pole prostokgta ABCD jest rowne polu trojkata rownobocznego o boku
rownym przekatnej tego prostokata.
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Zadanie 2

Uzasadnij, ze trojkaty prostokgtne ABC i KLM przedstawione na rysunku sg podobne.

Zadanie 3

Na rysunku przedstawiono trapez ABCD i trojkat AFD. Punkt E lezy w potowie odcinka BC.
Uzasadnij, ze pole trapezu ABCD i pole trojkgta AFD sg rowne.

Materiat przygotowany we wspétpracy grupy nauczycieli matematyki,
Lublin 2018



Zadanie 4

Trzy proste przecinajgce sie w sposob przedstawiony na rysunku tworzg trojkat ABC.
Uzasadnij, ze trojkat ABC jest rownoboczny.

Zadanie 5
Uzasadnij, ze miara kata zewnetrznego tréjkgta ABC jest rowna sumie miar jego katéw
wewnetrznych S iy.
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Zadanie 6

W prostokgcie przedstawionym na rysunku jeden bok jest 3 razy diuzszy od drugiego.
Prostokat podzielono na trzy trojkgty w taki sposéb, ze tréjkat | jest trojkatem
réwnoramiennym. Uzasadnij, ze pole trojkata Il jest 3 razy wieksze od pola tréjkata I.
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Zadanie 7

Trojkat ABC jest rownoramienny (JAC| = |BC|). Z wierzchotkbw A i B poprowadzono
dwusieczne katow, ktore przecinajg ramiona trojkata w punktach K i L (patrz rysunek).
Uzasadnij, ze odcinki AK i BL sg rownej dtugosci.
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Zadanie 8

Przekatna AC trapezu prostokgtnego ABCD jest prostopadta do ramienia BC. Kgt rozwarty
tego trapezu ma miare 120°. Uzasadnij, ze dtugos¢ podstawy CD stanowi 34 dtugosci
postawy AB.

Zadanie 9
Wysokosci trojkgta rownobocznego ABC przecinajg sie w punkcie P. Wykaz, ze pole
trojkata ABP jest trzy razy mniejsze niz pole trojkgta ABC.

Zadanie 10
Uzasadnij, ze dwusieczne katow BAD i ABC réwnolegtoboku ABCD sg prostopadte.
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Zadanie 11

Obwdd trojkata rédwnoramiennego jest rowny 15 cm, a dtugosci jego bokdéw sg liczbami
naturalnymi. Podaj dtugosci jego bokow. Wypisz wszystkie mozliwosci. Czy wsréd trojkgtow
jest trojkat prostokagtny? Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 12
Czy trojkat ABC jest tréjkgtem prostokatnym rownoramiennym? Uzasadnij odpowiedz.

S- Srodek okregu

Zadanie 13

Przedstawiony na rysunku teren ma ksztatt trapezu. Uzasadnij, ze pola rabat z kwiatami sg
rowne.

Zadanie 14
Uzasadnij, ze trojkat na rysunku jest rownoboczny.

/120°)

__/60°)
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Zadanie 15
Uzasadnij, ze czworokgt ABCD przedstawiony na rysunku jest deltoidem.

Zadanie 16
Uzasadnij, ze oba katy przy podstawie AB trojkgta ABC sg rowne.

<%

Zadanie 17
Trojkat rownoramienny ABC, w ktéorym AC = BC, rozcieto odcinkiem CD na dwa trojkaty
réwnoramienne DCA i BCD tak, ze AC = AD oraz CD = BD. Udowodnij, ze 4 CAB = 36°.

Zadanie 18
Uzasadnij, ze kat oznaczony na rysunku litera & ma miare rowng sumie miar
katow a i 3.
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Zadanie 19
Uzasadnij, ze trojkaty ABD i ACD przedstawione na rysunku sg podobne.
D

Zadanie 20
Katy wewnetrzne trojkata majg miary a, B iy, a kat przylegty do kata o mierze 3 ma miare
O (rysunek ponizej). Wykaz, ze d = a + .
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Zadanie 21
W okrag o srodku O wpisano trojkat ABC taki, ze AB = AC (rysunek ponizej).
Uzasadnij, ze trojkat OBC jest rownoboczny.

Zadanie 22
Uzasadnij, ze r6znica kwadratow dtugosci podstaw trapezu prostokgtnego jest rowna
roznicy kwadratow dtugosci jego przekatnych.
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Zadanie 23

Proste a i b sg réwnolegte.
b
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Potproste PA i PB przecinajg te proste, w wyniku czego tworzg z nimi katy ostre o miarach
podanych na rysunku. Uzasadnij, ze kat APB jest prosty.

Zadanie 24
Na rysunku przedstawiono dwa réwnolegtoboki ABCD i ABEF. Uzasadnij, ze czworokaty
CDAG oraz EFGB maijg réwne pola.

Zadanie 25

[ B

Prostokat ABCD podzielono na 6 kwadratéw: jeden duzy, dwa srednie i trzy mate, jak na
rysunku. Uzasadnij, ze pole powierzchni duzego kwadratu jest wieksze niz potowa
powierzchni prostokgta ABCD.
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ARYTMETYKA, ALGEBRA

Zadanie 26
Uzasadnij, ze jesli liczba jest podzielna przez 15 i przez 14, to jest podzielna przez 10.

Zadanie 27

Za przejazd autostradg Karol zaptacit 8,4 euro. Potem powiedziat, Zze ptacit tylko monetami
o nominatach 0,20 euro i 0,50 euro i ze monet tych byto 20. Czy moze to by¢ prawda?
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 28

Zapisano trzy rozne liczby, ktérych srednia arytmetyczna jest réwna 4, oraz dwie inne liczby,
ktérych srednia arytmetyczna jest réwna 2. Uzasadnij, ze Srednia arytmetyczna zestawu
tych pieciu liczb jest réwna 3,2. Zapisz obliczenia.

Zadanie 29
Na osi liczbowej wskazano potozenie liczb 2§ [ 7% oraz zaznaczono kropkami trzy inne
liczby. Uzasadnij, ze jedna z liczb oznaczonych kropka jest catkowita.

Zadanie 30
Uzasadnij, ze jesli od liczby trzycyfrowej odejmiemy sume jej cyfr, to otrzymany wynik jest
podzielny przez 3.

Zadanie 31

Ocen, czy prawdziwe jest nastepujgce stwierdzenie:

Mediana zestawu liczb catkowitych parzystych jest liczbg parzysta.
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 32
Suma cyfr liczby dwucyfrowej jest podzielna przez 3. Wykaz, ze ta liczb dwucyfrowa jest
podzielna przez 3.

Zadanie 33
Uzasadnij, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych, nieparzystych jest liczbg nieparzysta.
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Zadanie 34
Uzasadnij, ze pierwszy dzien wrzesnia i pierwszy dzien grudnia tego samego roku
wypadajg w tym samym dniu tygodnia.

Zadanie 35
Wykaz, Ze jesli do danej liczby dwucyfrowej dodamy liczbe z przestawionymi cyframi to
otrzymamy liczbe podzielng przez 11.

Zadanie 36
Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb naturalnych nie moze byc liczbg pierwsza.

Zadanie 37
Wykaz, ze liczba a = 327 + 329 jest podzielna przez 30.

Zadanie 38
Uzasadnij, ze warto$¢ wyrazenia 3% + 346 jest liczbg parzysta.
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Rozwigzania
GEOMETRIA

1.
A ABC jest trojkagtem o katach 30°, 60°, 90°, zatem

b=1d
2

a:ﬁd
2

Por=ab=Ld-1q="03q
2 2 4

|8 KLM|=180°- 90°- 60° = 30°

W trojkgcie ABC przyprostokatna AB jest potowg przeciwprostokatnej BC, co oznacza, ze
trojkat ABC jest potowg trojkgta rownobocznego, czyli jego katy ostre majg miary 30° i 60°.
Miary katow tych tréjkgtédw sg rowne, zatem tréjkgty ABC i KLM sg podobne.
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Zauwazmy, ze:

Pascp = Pagep + Pcep

Parp = Pagep + Pser

Aby wykaza¢ rownosé podl trapezu ABCD i trojkagta AFD wystarczy wykazac, ze trojkaty BEF
i CED sg przystajgce.

|CE| = |EB| - z warunkéw zadania

|4 CED| = |4 FEB| - jako katy wierzchotkowe

|5 EBF| = |4 ECD| - jako katy naprzemianlegte, gdyz (AF||DC)
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Stad trojkaty BEF i CED sg przystajgce (na podstawie cechy przystawania trojkagtow kbk),
czyli majg réwne pola.

4.

Korzystajac z wlasnosci katow wierzchotkowych otrzymujemy: |« ABC|=a.

Korzystajgc z wtasnosci katow przylegtych otrzymujemy otrzymujemy:
|«CAB|=180°-120°=60°

Korzystajgc z twierdzenia o sumie katow w trojkgcie mamy: |«ABC|+|xBCA|+|«CAB|=180°
a+a+60°=180°

2a=120°

a=60°

Czyli: |«CAB|=60°,|«ABC|=60°,|xBCA|=60°.

Z tego wynika, ze trojkat ABC jest trojkgtem rownobocznym.

5.

Z wiasnosci miar kagtow przylegtych: ¢=180°-.

W tréjkgcie ABC: a + § + y= 180°, stad pg+y= 180°- a.
Zatem @=[£+y.

6.

Trojkat | jest rownoramienny, czyli jego dwa boki majg te samg dtugosc¢, wiec mozna je
oznaczyc¢ tg sama literg — na przyktad a. Skoro krétszy bok prostokata ma dtugosc a, to
znaczy, ze diuzszy bok ma dtugosc¢ 3a.

3a
1
a (,
|
p a-a
I~
p 3a-a 3 a-a
I - 2 - 2
Pp=3-F

7.
Mamy dany tréjkat rownoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|. Wiadomo, ze w trojkgcie
réwnoramiennym katy przy podstawie sg rowne, zatem |4 BAC| = |4 ABC|. Wiadomo
réwniez z definicji, ze dwusieczna kata dzieli go na dwie rowne czesci.
Wezmy pod uwage trojkaty ABK i ABL.

e trojkaty te majg wspdlng podstawe AB,

e katy 4BAL i 4ABK sg rowne, bo [4BAC| = |£ABC|,
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o takze katy 4 BAK i 4 ABL sg rowne, bo kazdy z nich jest odpowiednio potowg kata
4BAC i 4ABC, ktdére sg rowne.
Zatem trojkaty ABK i ABL majg rowny jeden bok i dwa przylegajgce do niego katy. Na
podstawie cechy przystawania trojkatéw (kbk) mozemy stwierdzic, ze te trojkaty sg
przystajgce. Stgd wynika, ze wszystkie boki tych trojkatow sg odpowiednio rowne, w
szczegolnosci |AK| = |BL|, co nalezato uzasadnic.

8.

Zauwazamy, ze katy ostre trojkgta ABC majg miary 30° i 60°.

Korzystamy z zaleznosci miedzy bokami w tréjkgcie prostokgtnym o kgtach ostrych 30° i
60° oraz wskazujemy dtugo$¢ krotszej przekatnej trapezu.

Zauwazamy, ze miary katow tréjkgta ACD sg rowne odpowiednio 30°, 60° i 90° oraz
opisanie dtugosci krotszej podstawy trapezu.

Wyznaczamy ilorazu dtugos$ci podstaw trapezu.

9.

Tréjkaty ABC i ABP majg wspolng podstawe. Roznig sie jednak dtugos$ciami wysokosci.
Punkt przeciecia wysokosci trojkgta rownobocznego dzieli kazdg wysokos¢ na dwie
czesci, z ktorych jedna jest dwa razy diuzsza niz druga. Z tego wynika, ze wysokos¢
trojkata ABC jest trzy razy diuzsza niz wysokos¢ trojkata ABP. Pole tréjkgta ABP jest
zatem trzy razy mniejsze od pola trojkgta ABC.

10.

Korzystajgc z definicji dwusiecznej, mamy:

|4BAP| = |4DAP| = a oraz |4 CBP| = |4 ABP| = .

Korzystajgc z wtasnosci miar katéw w rownolegtoboku, mamy:
2a + 2B =180°, a stad a + B = 90°.

Korzystajgc z twierdzenia o sumie katow tréjkata, mamy:

|4 APB| = 180°- (a + B) = 180°-90° = 90°.

Odpowiedz: Dwusieczne AP i BP sg prostopadte.
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11.

a+2b=15;a,beN

Sg cztery trojkaty rownoramienne o obwodzie 15 cm i dtugo$ciach bokéw bedacych
liczbami naturalnymi: (1, 7, 7); (3, 6, 6); (5, 5, 5); (7, 4, 4).

Jedyny tréjkat, ktory moze by¢ prostokatny to trojkat o bokach 7, 4, 4, poniewaz
przeciwprostokatna jest bokiem najdtuzszym.

Sprawdzamy czy: 72 = 42 + 42, 49 # 32, wiec zaden trojkat nie jest prostokagtny.

12.

Z whasnosci kagtow przylegtych:

|4 CAB| = 180° - 359 = 45°,

Z twierdzenia o sumie miar kgtow wewnetrznych w tréjkacie:

|4 ABC| = 180° - (45° + 90°) = 180° - 135° = 450,

Odpowiedz: Otrzymalismy trojkat prostokgtny o katach ostrych rownych 45°. Trojkat taki
nazywamy prostokgtnym rownoramiennym.

13.

Tréjkaty DCA i DCB majg wspolng podstawe i te samg wysokosc,
wiec Papca=Papcs.

Stad Papca - Papce = Pabcs - Papce,

czyli Paape = Pasce.

Materiat przygotowany we wspétpracy grupy nauczycieli matematyki,
Lublin 2018



14.

B + 120° = 180°

@ B = 60°
6 a+ B + 60° = 180°
a =60°
Wszystkie katy trojkgta majg po 60°,
zatem trdjkat jest rownoboczny.

15.

Deltoid to czworokat, ktéry ma dwie pary sgsiednich bokéw réwnej dtugosci.
Uzasadnimy, ze BA=BCi DA =DC.

Czworokgt umieszczony jest na tle kwadratowej siatki. Przyjmijmy, ze kwadraty tworzgce
te siatke majg bok dtugosci 1. Wowczas:

BA=10iBC=v6% + 8 =+/100 =10,

czyli BA = BC.
DA=V52 + 52 =+/50 iDC=+72 + 12 =+/50 |
czyli DA = DC.

Czworokagt ma dwie pary sgsiednich bokéw rownych, wiec jest deltoidem.

16.
%ABC = 180° — 2a
«BAC = 180° — (XABC + <ACB) = 180° — (a + 180° - 2q) = a.

17.
Oznaczmy kat BAC literg a:

(1

PANN

A D B

Wowczas £ ABC = a (bo trojkat ABC jest rownoramienny) oraz £BCD = a (bo
tréjkat BCD jest rownoramienny). Zatem £ ADC = £4DCB + 4BCD = 2a. Poniewaz
trojkgt DCA jest rownoramienny, wiec £ ACD = 2a. Stad wynika, ze 4 ACB = 3a.
Mamy zatem réwnanie

4BAC + 4ABC + 5 ACB = 180°,

czylia + 3a + a = 180°. Zatem 5a = 180°, czyli a = 36°.

Materiat przygotowany we wspétpracy grupy nauczycieli matematyki,
Lublin 2018



18.
Suma miar kgtéw trojkata jest rowna 180°. Zatem kat przylegty do kgta & ma miare 180° -
(a+B). Stad 8=180°-[180° - (a + B)] = a + B.

19.

Tréjkaty ABD i ACD sa prostokatne, wiec wystarczy wykazac, ze jeden z katow ostrych w
jednym i drugim trojkacie ma takg samg miare. W trojkgcie ACD mamy:

XACD = 180°-90° - (25° + 40°) = 25°.

Kat ABD w trojkgcie ABD i kat ACD w trojkgcie ACD majg po 25°, zatem tréjkaty
prostokatne ABD i ACD sg podobne.

20.
Katy a, B iy to katy wewnetrzne trojkata, a zatem a + 3 + y = 180°. Katy 3 i d sg kgtami
przylegtymi, stgd 6 =180°-B=a+B+y-B=a+y.

21.
Dorysujmy kolorem zielonym promien OA. Wéwczas tréjkaty rownoramienne OAB i OAC
majg katy ostre po 15°.

Mamy rowniez:

<ABC = «ACB =(180° - 30°) : 2 = 75°.

Zatem «OBC = 75° - 15° = 60°.

Podobnie uzasadniamy, ze <OCB = 60°.

Stad «BOC = 180° - 2-60° = 60°.

Wszystkie katy wewnetrzne trojkgta OBC majg po 60°,
wiec jest on rownoboczny.
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22.

Oznaczmy sobie przyktadowy trapez o bokach
(a,b — podstawy; h — wysokos¢; ¢, d - przekatne )

Z tw.Pitagorasa mamy:

a’+h?=c?

b2 + h?2 = d?

Po wyznaczeniu h? z drugiego réwnania i podstawieniu w miejsce h? do pierwszego
réwnania otrzymujemy:

a? + d?- b2 =c?, a stad

a2-b2=c2-d?

23.

] L
1 M
]
I
I
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]
I ~
, 63 P
L

¥l

i = 1 \

Przez punkt P prowadzimy prostg ¢ rownolegtg do a i b. Dzieli ona kgt APB na dwie cze$ci,
z ktérych jedna jest katem odpowiadajgcym do 27°, a druga — do 63°, zatem |«APB| = 27°
+63° =90°.

Kat APB jest kgtem prostym.

24,

Zauwazmy najpierw, ze rownolegtoboki ABCD i ABEF majg réwne pola. Rzeczywiscie, majg
wspolng podstawe AB oraz rowne wysokos$ci opuszczone na te podstawe.

Mamy zatem:

Pcoac = Paecb — Pace = Paser — Pacs = Percs.
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25.

D M

A 1,5x 3x X B

Jesli dlugos¢ boku matego kwadratu oznaczymy przez x, to duzy kwadrat ma bok dtugosci
3x, a sredni ma bok dtugosci 1,5x.

Pole prostokagta ABCD: 3x? + (3x)? + 2(1,5x)? = 16,5%?

Pole duzego kwadratu: (3x)? = 9x?

Potowa pola prostokata ABCD to 8,25x2.

Zatem duzy kwadrat zajmuje ponad potowe pola prostokgta ABCD.

ARYTMETYKA, ALGEBRA

26.
Niech liczba x dzieli sie przez 14 oraz 15, tzn:
Xx=14-n=2-7n tak wiec x dzieli sie przez 2

x=15m=3-5-m tak wiec x dzieli sie przez 5
Skoro x dzieli sie przez 2 oraz 5, a wiec dzieli sie przez 10.

27.
Niech x oznacza liczbe monet o nominale 0,20 euro. Wowczas monet o nominale 0,50
euro byto 20 — x.

Mozemy zapisac réwnanie: 0,2x + 0,5(20 — x) = 8,4, ktérego rozwigzaniem jest liczba %.
Liczba monet powinna by¢ liczbg naturalng, wiec Karol powiedziat nieprawde.

28.

Suma trzech pierwszych liczb jestrownaa+b +c =3 =4=12
Suma dwdch nastepnych liczb jestréwnad +e =2 =2 = 4.
Suma pieciu liczb jestrownaa +b +c +d +e =4 + 12 = 16.

Srednia pieciu liczb jest rowna 2544 — 16 . 5=32
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29.
Odcinek osi liczbowej od 2§ do 72 jest podzielony na cztery jednakowe odcinki dtugosci

(72 -2 :4=52 :4=20:4=2210
3 3 3 3 3 3
Kolejnymi kropkami oznaczono wiec liczby:
2-+1-=3%, 32+1:=5, 5+ 1- = 6-.
3 3 3 3 3 3 3

Liczba oznaczona srodkowg kropkg jest catkowita.

30.

Liczbe trzycyfrowg o cyfrze setek a, cyfrze dziesigtek b i jednosci c mozna zapisac
nastepujgco: 100a + 10b + c.

Po odjeciu od niej sumy jej cyfr mamy:

100a+10b+c—(a+b+c)=99a + 9b = 3(33a + 3b).

Otrzymana liczba jest podzielna przez 3 jako iloczyn liczby 3 i liczby naturalnej 33a + 3b.

31.
Przyktad pokazujgcy fatszywos¢ danego stwierdzenia:

Mediana zestawu 4, 4, 8, 10, 12, 14 jest rowna ?: 9.

Zatem, to stwierdzenie nie jest prawdziwe.

32.

a€{1l,23,4,5,6,7,8, 9},
be{0,1,23,45,6,7,8, 9},

a+b=3k kEN,

10a+b=9a+ (a+b)=9a+ 3k =3(3a + k),
3a + k EN.

33.

2n+1,2n+ 3, 2n + 5 - trzy kolejne liczby catkowite
2n+1+ 2n+3+2n+5=6n+9
6n+9=6n+8+1=2(3n+4) + 1 - liczba nieparzysta.

34.

Pierwszy sposoéb:

wrzesien 30 dni

pazdziernik 31 dni

listopad 30 dni

Razem: 91 dni 91 : 7 = 13 Od 1 wrzesnia do 1 grudnia mija réowno 13 tygodni, wiec 1
wrzesnia przypada w tym samym dniu tygodnia, co 1 grudnia.
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Drugi sposoéb:

Przypusémy, ze 1 wrzesnia przypada w poniedziatek, zatem kolejne poniedziatki to: 8, 15,
22129 wrzesnia, 6, 13, 20 i 27 pazdziernika, 3, 10, 17 i 24 listopada oraz 1 grudnia. Wynika
stad, ze 1 wrzesnia i 1 grudnia przypadajg w tym samym dniu tygodnia. Tak samo jest, gdy
1 wrzesnia wypada we wtorek, w srode itd. — zawsze 1 grudnia przypada w tym samym dniu
tygodnia, co 1 wrzesnia.

35.

Jezeli oznaczymy cyfry danej liczby przez a i b, to opisana w zadaniu suma jest rowna
(10a+b) + (10b+a) = 11a + 11b = 11(a+b).

Widac, ze liczba ta dzieli sie przez 11.

36.

Oznaczmy piec€ kolejnych liczb naturalnych przez n, n+1, n+2, n+3, n+4.

Wtedy n+(n+1)+(n+2) +(n+3)+(n+4)=5n+10=5(n+2).

Liczba ta jest podzielna przez 5 oraz wieksza od 5 — nie moze to wiec by¢ liczba pierwsza.

37.
a =327+ 329= 327 + 327.32 = 327(1+9) = 327-10 = 326 3 10 = 326 30

Widac teraz, ze liczba ta jest podzielna zaréwno przez 3, jak i przez 10, czyli jest podzielna
przez 30.

38.

Kazda potega liczby 3 jest liczbg nieparzysta.

343 — liczba nieparzysta

346 — liczba nieparzysta

Suma dwadch liczb nieparzystych jest liczbg parzysta, zatem 343 + 346 jest liczbg parzysta.
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